Четвертый листик

	1. 
	На основании AD трапеции ABCD взята точка E так, что AE = BC. Отрезки CA и CE пересекают диагональ BD в точках O и P соответственно. Докажите, что если BO = PD, то AD 2 = BC 2  +  AD · BC. 

	2. 
	В треугольнике ABC проведены биссектрисы AA1 и BB1. Докажите, что расстояние от любой точки M отрезка A1B1 до прямой AB равно сумме расстояний от M до прямых AC и BC. 

	3. 
	Пусть M и N — середины сторон AD и BC прямоугольника ABCD. На продолжении отрезка DC за точку D взята точка P; Q — точка пересечения прямых PM и AC. Докажите, что QNM  =  MNP. 

	4. 
	На продолжениях оснований AD и BC трапеции ABCD за точки A и C взяты точки K и L. Отрезок KL пересекает стороны AB и CD в точках M и N, а диагонали AC и BD в точках O и P. Докажите, что если KM = NL, то KO = PL. 

	5. 
	В трапецию ABCD (BCAD) вписана окружность, касающаяся боковых сторон AB и CD в точках K и L соответственно, а оснований AD и BC в точках M и N. Докажите, что AK · KB = CL · LD.

	6. 
	Окружность S1 касается сторон угла ABC в точках A и C. Окружность S2 касается прямой AC в точке C и проходит через точку B, окружность S1 она пересекает в точке M. Докажите, что прямая AM делит отрезок BC пополам. 

	7. 
	Окружность S касается окружностей S1 и S2 в точках A1 и A2;  B- точка окружности S, а K1 и K2- вторые точки пересечения прямых A1B и A2B с окружностями S1 и S2. Докажите, что если прямая K1K2 касается окружности S1, то она касается и окружности S2. 

	8. 
	Вершины A и B правильного треугольника ABC лежат на окружности S, а вершина C- внутри этой окружности. Точка D лежит на окружности S, причем BD = AB. Прямая CD пересекает S в точке E. Докажите, что длина отрезка EC равна радиусу окружности S. 

	9. 
	Диагонали трапеции ABCD с основаниями AD и BC пересекаются в точке O; точки B и C симметричны вершинам B и C относительно биссектрисы угла BOC. Докажите, что CAC = BDB. 

	10. 
	Дан треугольник ABC. Найдите все такие точки P, что площади треугольников ABP,BCP и ACP равны. 

	11. 
	Внутри данного треугольника ABC найдите такую точку O, что площади треугольников BOL,COM и AON равны (точки L,M и N лежат на сторонах AB,BC и CA, причем OL BC, OM AC и ON AB).


	12. 
	Внутри выпуклого четырехугольника ABCD существует такая точка O, что площади треугольников OAB,OBC,OCD и ODA равны. Докажите, что одна из диагоналей четырехугольника делит другую пополам. 

	13. 
	Высота трапеции, диагонали которой взаимно перпендикулярны, равна 4. Найдите площадь трапеции, если известно, что длина одной из ее диагоналей равна 5. 

	14. 
	Каждая диагональ выпуклого пятиугольника ABCDE отсекает от него треугольник единичной площади. Вычислите площадь пятиугольника ABCDE. 

	15. 
	В прямоугольник ABCD вписаны два различных прямоугольника, имеющих общую вершину K на стороне AB. Докажите, что сумма их площадей равна площади прямоугольника ABCD. 

	16. 
	В треугольнике ABC точка E- середина стороны BC, точка D лежит на стороне AC, AC = 1, BAC = 60°, ABC = 100°, ACB = 20° и DEC = 80°. Чему равна сумма площади треугольника ABC и удвоенной площади треугольника CDE? 

	17. 
	На плоскости даны окружность S и точка P. Прямая, проведенная через точку P, пересекает окружность в точках A и B. Докажите, что произведение PA · PB не зависит от выбора прямой (эта величина, взятая со знаком плюс для точки P вне окружности и со знаком минус для точки P внутри окружности, называется степенью точки P относительно окружности S). 

	18. 
	Докажите, что для точки P, лежащей вне окружности S, ее степень относительно S равна квадрату длины касательной, проведенной из этой точки.

Докажите, что степень точки P относительно окружности S равна d2 – R2, где R- радиус S,  d- расстояние от точки P до центра S. 

	19. 
	На плоскости даны две неконцентрические окружности S1 и S2. Докажите, что геометрическим местом точек, для которых степень относительно S1 равна степени относительно S2, является прямая (эту прямую называют радикальной осью окружностей S1 и S2).  

Докажите, что радикальная ось двух пересекающихся окружностей проходит через точки их пересечения. 

	20. 
	На плоскости даны три окружности, центры которых не лежат на одной прямой. Проведем радикальные оси для каждой пары этих окружностей. Докажите, что все три радикальные оси пересекаются в одной точке. 


